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Concours Mathématiques et Physique
Corrigé de I'épreuve de Mathématiques I

Préliminaires
1. (a) On applique le théoréeme de continuité sous signe intégrale.
5 y2
—(145%)%
Soit f(x,s) = "——kl—ﬁ,i définie sur R™ x R™*
e s — f(x,s) est continue donc cpm sur R* pour tout x € R™.

e x — f(x,s) est continue sur R pour touts € R™.

qui est intégrable sur RT.

1
e Pour tout x € R* et s € R, |f(x,s)| < T2

De plus lirf f(x,s) =0, le théoréme de convergence dominée montre que
X——+00

2
lim F(x) =0. Autrement 0 < F(x) < Ze~7 par suite lim F(x)=0.

X~3>+400 X—>+0c0

(b) On applique le théoréme de dérivation sous signe intégrale.

e s — f(x,s) est cpm intégrable sur R pour tout x € R™.
e x — f(x,s) est de classe C! sur R** pour tout s € R et

2

5‘f ( 2\ x
—(x,8) = — -(1+5 )T
8x< ) e

qui est cpm sur R™.

24 g2
e Pour tout x € [a,b] CR*™, ‘%(x,s)l <be~ (14507 = 0(%) qui est donc intégrable.
+0c0 ) 2
Par suite F est C! sur R** et F/(x) = / —xe~ 1+ gg,
0
2 t (sx)2
OnaF/(x)=—xe"7 / e~ "2 ds. Par le changement de variable bijective 1 = xs
0
X2
on obtient F/(x) = —ae™ 7.

X 2
Par suite pour tout x >0 on a F(x) = —oc/ e~ Tdt + c olt ¢ est une constante. Par
0
o \ x g T
continuité F(0) =c = Z donc F(x) = —a/ e Tdt+ 5 pour tout x € R*.
2 . >

s "y
(¢) Quand x — +oo dans I’égalité précédente, on obtient 0 = —a” + 5 la positivité de «

montre que & = \/g Le réel I} = #2& =1.
V
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2

(a) Si f est bornée sur R alors |f(t)e”7
|

définie et |I¢] < || ]l It = | flleor

H est un hyperplan de C,(R) comme noyau de la forme linéaire non nulle ¢ : f — If.
De plus comme ¢ est continue d’aprés l'inégalité précedente alors H est fermé de
Cp(R).

< ||flloe~T qui est intégrable donc I¢ est bien

(b) Pour toutn €« N, on a o= = o(—lf) au voisinage de +o0, —oo. Ce qui montre que Iy,

existe. On a Iy . = / $n+2 "Tdt /tZ”H te’T )dt.
n+ \/’57( \/_‘_

Comme 1‘_1tm 27+1e=7 = 0 alors une intégration par parties donne

2n+1 12
Iy, = e~ Tdt = (2n+1)If,.
fr+1 /2 ( )f,
) I (2) Eneffet I =1.8i I, = 22 g
n montre par récurrence que lg = Sl n efiet Ig 1.8ilg = Sl alors
2n)t _ (2n+2)!  (2n+2)!

o =20+ Ul = En 41y it (2n+2)2nnl 27t l(n+ 1)1

(¢) Comme f est bornée donc Ir existe. Le développement en série entiére de f s'écrit
f
+00 i
-1
fla)e=Y L——)——nz" 2 pour tout x € R.
n=0 (27’1)

1 2 +C\9 - 11 = 2
I; = —/ x)e” Tdx = / n"lxz”e*de
/ V27T JRf( ) V27 ,;3 Q?Z)‘

o
o (1), (L), (m) (<1
2 =1 @) 2l ”ZO 2]

n=0 Y=

n=

|
9N}
L ©

Justification de la permutation :

La suite de fonctions g, (x) = Tﬁ; 2o est cpm et intégrable sur R. La série

]
Zg,, x) converge simplement vers la fonction f(x)e”7 qui est cpm intégrable. La
2n

1 T
série 2/ |gn(x)|dx converge car / lgn(x)|dx = (zn)!nznlf” = == qui est le terme

générale d'une série convergente.

(a) Méthode 1 : La fonction ¢ définie par ¢(x) = f(tan(x)) pour 0 < x < E et (p(%) =
est continue sur le compact { /5 ] donc elle est bornée. Par suite |f( tg( x))| < M pour
tout x € [O,—z— { done |f(t)] < M pour tout t € R™.

Méthode 2 : Par définition de la limite, il existe A > 0 tel que |f(x)] < |¢] + 1 pour
x> A. f est continue sur le segment [0, A] donc bornée sur [0, A]. I s'ensuit que f est
bornée sur R™.



Concours Mathématiques et Physique

Corrigé de Pépreuve de Mathématiques I

Page 3 sur 7
—
e 2 i3
(b) Ona ¢'(t) = <_€f > = ¢~ %t + g2

2

1 , 142
=71t +o(e72%).

: _ip o L .
Comme la fonction e~ 2" est positive et intégrable au voisinage de --oo alors par le
théoreme d’intégration des relations de comparaison, on en déduit que

_
/+oo +o0
X

et o [ (= —p(x) = =
+00 Jx
Par suite ®y(x) ~ 1.

X

(¢) Comme Py est continue sur R™ et 1'11’11 &p(x) =0 alors Py est bornée sur R*, d'ou
X—+Q
J’existence de M. De méme pour la fonction x — xPy(x).

Un endomorphism de C,(R)

4. (a) Comme pour x € R, et pour tout f € Co(R), t — f(t)e:i': est intégrable sur R en
particulier sur [x,+oo[, par suite @ est définie sur R.

De plus, [@(x)| <||fll.|@1(x)] £ M||f]l pour tout x € R*.
De méme |14 (x)| < ||f o [x®1(x)] < M'|f]]o

+co 2 ¥ 2
(b) SifeHalors [ f(HeTde=— / fF(H)e™F dt. Par suite
X —00

2 [t 2 2 p=x 2

Dp(—x)=e7T f(teZTdt=—e7 f(t)e™ dt
i —X ' —o0
par changement de variable affine u = —¢, on obtient
2 +oo ‘,,2 ~
Qf(~x)=—e? ! f(-u)e™ du=—P¢(x).
Donc pour x € R*
|Pp(—x)| =

07| < M|F| = Mlifll et
—x®(=x)| = [®F(0)] < M||f ]l

Ce qui donne les majorations demandées sur R.

ITA)l < 2M||flloo-

T est clairement linéaire, T est bien un endomorphisme continue sur Cp(R) puisque

5. Pour f € Cy(R), [T(F(x)| < M|If = I¢]l, S 2MIIfll et [xTr(x)| < 2M"| flles

(a) On a T(f) est le produit de deux fonctions C'. La fonction définie par

+o0 _2 .
cp:x——}/ (f(t)-If)e‘i_dtestc1 et ¢'(x) = —f(x) + Iy
. .

T(f)(x) = T(F)(x) — F(x) + 1.

(1)
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(b) La solution de I'équation homogeéne est donné par y,(x) = ce’T oli ¢ < R. La solution
générale de I'équation est donnée par y(x) = T Tr(x).
7. Pour x € R, |T(f) (%) < IxT(f)(x)] + | f(x) — af| <2(M’ +1)||f|l... Ce qui montre que

Tre Ci(R) pour tout f € Cy(R). Lendomorphisme T n’est pas surjectif puisque la fonction
I d

oux — cos(x?) € C,(R) n’a pas d’antécédant par T car elle n’appartient pas &
. (IR)

Etude spectrale de T

8. Clairement T(I) = 0 donc 0 est une valeur propre associé a T. Soit f € ker T, alors Tr=0

done 0 = f(x) — I par suite f(x) = I; pour tout x. Inversement si f est constante alors
Tr =0. ker T = vect(Il) = {fcts constantes}.

9. Soit A une valeur propre de T alors il existe f non nulle telle que T(f) = Af. Comme

ITf(x)| = [A]|f(x)] £ 2M]|f]ls pour tout x € R, done |A|||f]|l., < 2M||fl|, ce qui donne
Al <2M.

10.

(a) IS(f)(‘)— (&) () = [AIT(F)(x) = T()(x)| CZMIA[|f = 8l et k=2M A < 1.

(b) On a |f;(x fo )| = [h(x)| < ||h]|. Supposons le résultat vrai a Uordre 1 — 1.

On a Ifn+1 = fu(®)] = 15(fa) (%) = S(fu-1) (%) S klfa = fu-1llee < K"||1], d'apres
I'hypothese de récurrence.

Comme la série de terme général k" ||h||., converge on en déduit la convergence nor-
male donc uniforme de la série Y (fy+1 — fun)-

(c) Soit f la somme de cette série, alors f(x) = Hm Y (fir1(x) — fi(x)) = lim fu(x).

71—)—|—00k:0 1—-00"
Par suite f est la limite uniforme de (f, ).
Comme S(fy) = fna1 et nETwS(f,z) = nl_i)r&(}(h + AT(fn)) = h+ AT(f), par continuité
de I'endomorphisme T, on en déduit que 1 + AT(f) = f.

Restriction de T a C}(R)

11. Sl feC(R), comme T(f)'(x) = xT(f)(x) — f(x) + Ir on voit que T(f)’ est de classe C' sur
R et que T(f)"(x) = T(f)(x) + xT(f) (x) - f'(x).
12. On a
T"@] < AT+ FTE )]+ | ()] < 2M ] fllo + N + [ ]l
£ (max(2M,1)+C1)N(f).

— D’apres I'inégalité d’accroissement finies appliqués & T(f)’ on a l'inégalité

TH(x) - THy)| < CN(f) x — ¥ @)
|
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— La formule de Taylor Lagrange assure I'existence d'un élément ¢ entre x et y vérifiant

T ()~ T()) - (=0T ) = Eo17(£) ). Done

()0 = TN — (- T(Y )| < D 2 <EBD (2

On pourra utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale qui s'écrit :

T =TEW) + (=T @) + [ = OT() W

Donc
' / % " CN 2
T =T = =T G < [ =0T O] ar < DD ixyp @
Applications
13. E(X,) = 0 pour tout n € N, par linéarité de I'espérance on a E(M,) = 0. La variance

14.

ViXs) =1, par indépendances des variables aléatoires X, on en déduit que

M ;) == EZV(X'I) :1.
i=1

Soit e > 0. La variable aléatoire M, admet une variance finie, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, on obtient,

(P(IMy| 2 &) =P(IMy —E(M,)| 2 ¢) <

T2

V(M) 1

m

On pourra poser X, = (X, +1) ~ 8 (%) Donc Y}, = X] + X} + .. + X, suit la loi bi-

—

nomiale de paramétre <n,—>. Or S, = 2Y, — n par suite les valeurs prises par S, sont
{2k —n, 0<k<n}et

[

P(Sy=2k—n)=P(Y, =k) = %(’Q

Autrement, la variable X, prend la valeur 1 ou —1, alors S, prend les valeurs

1=1

{s = isi i (e1,€0,.,8n) € {—1,1}”}

Pour s fixé,
<Sn = S) = | U (Xl - 81/-~Xn - 5“)
(51,52,..,8,1)6{—1/1}'1
1

5= ZEI'
=1

n
Sis= Zs,- alors s est somme de k valeurs égales 4 1 et (n — k) valeurs égales a —1, donc
=1
s = 2k — n. Pour k fixé par indépendance on a
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P(S,=2k—n)= Z (%)”. Comme on a <:> n-uplet (¢q,€2,..,64) € {—1,1}" tel
(€1,60,.6n)E{=1,1}"
n
5= ZE,‘
=l

1
que s =) e alors
=1

P(Sp =2k —n)= Zi (Z)

15. D'apres légalité (1) ona —f(Myn) + Iy = T((My) — MnTf(My). Par linéarité de I'espé-
rance, on en déduit Iy — E(f(Mpy)) =E(T{(My)) — E(M,T(f)(May)).

16. En utilisant I'inégalité (3), on a

Xi
T

En multipliant par |X;| on obtient I'inégalité demandée.
Comme E(X;Tf(M,,;)) = E(X;).E(Tf(My,;)) =0 car X; et Tf(M,;) sont indépendantes. De

)

T (M) = T (Mn)) = —ET5(My) | < S

plus
E( 2L, ) =ECRE (T, ) = —E(TAM,.)
on obtient ‘
E(X/Ty (My) = XiTp(Mys) = —=THM,,1))
ilf n i f n,i/ \/— nl
K o[ §) —
< IE( Xin(Mn> _Xin(Mn,i)) - %Tf(Mn,i) )S 2 (‘Xz' )
et-donc ']E<Xin(J\/ln) = #E(T}(M ))‘ < WL car E |Xz'|3> =
17. Ona
1- & y z X; 12 ;
BMT(M) = = Y E(THM,,) = L B(SETHM,)) = = Y B(TH(M,)
=1 i=1 i=1
1 il 1 ,
- 7i(i;nz(x,n(/\/t,,)—WIE(Y}(/\/IUJ))
Par suite

]E(Man(Mn ) — — ZE(T/ M)

ni=

18. En utilisant I'inégalité (2), on a pour tout 1 <i<n

CN(f) X

THMa)) = Ty(Ma)| < =2

I
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On appliquant I'espérance on obtient

BT} (M) ~ E(Ty0My,)| < 2L
Dot
E(T}(Mm—i—im‘;m,mi = - i(IE(T}(Mm—E(T}(M,zmt
| =1 li=1
CN(f)
= Tm
19. On éerit :
{]E(f(Mn» - If‘ = ']E(T}<Mn> - /\/lan(Mn)
& ]E 1’iE Tf i, l
E(M,Tf(M ——ZIE TH( M)
3CN(f)

—0 quand n — +00.

2/n
20. On pose f(x) = cos(mx). Par le théoréme de transfert,

2k —n

E(f(Myn)) = E(f( on ): f:cos(rr( )ﬁ YP(S, =2k — n)

- btz

z

2k — 7
D’apres les questions 19 et 2.c,ona lim l Z (Z) cos(7m(——= T ) =lp=e 7.

H—%—+co 21 =



